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Der grossartige Aufschwung, welchen ilic Natur Wissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird, 

zum kle:us:cfi Mn.isse durch die AurflulduiLe und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora- 
torien u. s. w., bedingt. Während aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwärtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste ("ermittelt wird, haben hoch- 
stehende und weitblickende Männer wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen müssen, welcher der gege.nw;Lrtlg;:u wissenschaftlichen 
Ausbildung jüngerer Kräfte nur zu oft anhaftet. Ea ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntnis« jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Gebäude der Wissenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Eierausgabe der Klassiker 
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und au billigt™ Freist* sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakte» Wissenschaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lernenden zugänglich gemacht werden. Ea soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschallt '.forden, welches das Eindringen 
in die Wissenschaft gleichzeitig beleb' und vertieft. Dasselbe ist 
aber auch ein Fo rsehungsmittel von grosser Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegende:! Schrirlcii ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene i>chnf'.'.;:i eir.e ur.cvSt'ii '■■'.»fliehe Fundgrube 
von Anregungen und fordernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften solhm 
iiirem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften , von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
ausden Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
(einschliesslich Krystalikunde) und Phyaiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzigj ; die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystalikunde Prof. Dr. 
Groth (München), für PfiitEzennhvsiolos'ie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 
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Erschienen sind bis jetzt ans dem Gebiete der 

Mathematik: 

Nr. 5. C. F. flftHSS, Flüchen theorie. (1827.) Deutsch hcrausg. v. A. W an - 

geriii. (62 S.)- .#—.80. 
» 14. 0. F. Gauss, Die -i Beweise der Zarlesiiiig ganzer algebr. Functio- 
nen etc. (1799—1849.) Herauf, y. E. Netto. Mit 1 Tsf. (81 S.) 
Jt 1.50. 

s 17. A. Bravais, Abhandlungen über symuietr. Polyeder. (1849.) Übers. 

und in Gemeinschaft mit P. Gtrotb berausg. von 0. u. E. Bl aalns. 

Mit 1 Tat. (50 S.) Jt 1.— . 
o 19. Ob. d. Anziehung lv.uiioneiior 1^ l : i p = ■> : 1 1 r- . Abhandln nsen von Laplace 

(1782), Ivorv i^O'.i;. Gauss i.mn\, Omsks iiHUS; und Dirkhkl 
(1839). Herausg. von A.Wangerin. (118 S.) Jl 3.— . 
» 46. Abhandlungen über Tarlatloni -Rechnung. I. Theil: Abhand- 
lungen ven Joli. Bernonlli (1G96), Jac. BernouUi (1697) und 

Ltonliarfl Eukr (17441. Herausgegeben von P. Stäokel. Mit 
19 Textflgnxen. (144 S.) Jt 1,—. 

« 47. II, Theil: Abhandlungen von Lagrange (17(52, 

1770), Legend™ K78R} und Jacobi (1837;. Herausgegeben von 
P. Stäckel. Mit 12 Textfigurcn. (HOS.) JT 1.60. 

r- (50. Jacoh 8teinfV, Dl.! Lf-onicl.r, Goiitini,-.tr>[j,Ti, ausecfiibrt mittelst der 
seraJen Link und eines fetten Kreises, als L-. lirgegeu.stand auf 
tiühere:) l.":ilerric:Lts - Anstalten u ;-.■:! jur priLktki-t.pn Uh-riiirsiüii^. 
11833.! Herausgegeben von A, J. v. Oettingen. Mit 25 Teit- 
flguren. (85 S.) Jt 1.20. 

• 64. C. G. J. Jacobi, Über die vierfach periodischen Functionen zweier 
Vimabi;]!), auf die s! '.■■!>. -lie Theorie der Al-.c'.Vl.cn Trstis.-eirde:!- 
ten stützt. (1834.) Herausgegehen von H. Weher. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Wittlng. (40 S.) Jt —.70. 

» fi5. Georg Rosenliain, Abhandlung über die Functionen zweier 
Variabler mit vier J'crkden, welche die l'nvoisfüi sind der ultra- 
clliotischcn Integrale erster Klasse. (1851.) Herausgegeben von 
H. Weber. Aus dem Französischen übersetzt von A. Witting. 
(94 S.) M 1.50. 

» 67. A. Göpel, Entwurf einer Theorie dei Abel'schen Tran sc end enteil 
eretei Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Wober. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 5.) Jl 1. — . 

> 71. N. H. Allel, Untersuchungen über die Reihe: 

. + H. + ^., + =£=V=^., + 

(18215.) Herausgegeben von A. Wangerin. (46 S.) Jl 1.— . 

'i 73. Leullhard Eukr, Zwei Abb, null nn gen übur sphärische Trigono- 
metrie. tJruud/iLL".: iler sphärischen Yriaonnmciiie und a'kcnu-ii:^ 
sphärische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Fra^dsischeti 
und Lateinischen übersetz t und heran ssegeben von E. Hammer. 
Mit 6 Figuren im Text. (65 S.) Jl L— . 

» 77. C. G. J. JaCObi, Über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 
minanten. (De form.itioue ,;t pt!>priet.:tilu:s Pclerminantium.) 
(1841.) Herausgegeben von P. Stäckel. (73 S.) Jl 1.20. 
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Nr, 78. J. C. (i. Jaeobi, Über die Fuiictioualdeternjinanten.- (De deter- 
minantibus functionalibus.: 11841.) Heraus gegeben von P. Stäckel. 
(72 S.) M 1.20. 

» 82. Jacob Steiner, SyM-.m.itisolie TiiUwickuu:;: der Abhängigkeit geo- 
rr.i:triäcrn;r(jii5talri;n von einander, mit Berückst hri im::: ■ii , r Arbeit gm 
alter und neuer Geometer über Porismen, P r. .-j m.-tio :i s- M^th j-tl e 1 1 , 
Geometria der Lage, Transversalen, Dualität und Recipmciräi c-.v.. 
(1832.) I. Tbeil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen. Mit 
2 Tafeln and 14 Fig. im Test. (126 8.] Ji 2.—. 

. 83. — IL Theil. Herausgegeben von A. J. t. Oettingen. 

Mit 2 Tafeln und 2 Figuren im Text. (162 8.) Jt 2.40. 

» 90. A. Bravais, Abhandlung über die Systeme von regelmässig auf einer 
Ebene oder im Raum verth eilten Punkten. (1848.) Übers, n. heraus- 
gegeben von C. U. E. Blasius. Mit 2 Tafeln. (142 S.) Jt 2.— . 

■> 91. 6. LeJCTtne Diricblet, Untersuchungen über verschiedene An- 
wendungen der Infinitesimal an alysiä auf dieZahlentiieorle. (1839 bis 
1840.) Deutsch herausgegeben von E. Hausaner. (128 S.) MI.— . 

>■ 93. LeoniiardEnler, Drei Abhandlungen über Kartenprojeetion. (1777). 
Mit 9 Testäg, Herausg. von A. Wangerin. (78 B.) Jt. 1.20. 

» 103. Jo 8 eph LOBis Lagrange's Zusätze zuEuler'sElcmentendör Algebra. 
Unbestimmte Analysis. Aus dem Französischen übersetzt von 
A. J. von Oettingen, harausg. von H. Weber. (171 8.) Jt 2.80. 

j< 107. Jakob Bernnnlli, W,üi:=<:!j(:JTi]idik.;it'rechnung (Ars conjeetandi), 
(1713.) I. u. If. Theil. Übersetzt und herausgegeben von 
R. Eaussner. Mit 1 Figur im Text. (162S.J JT 2.50. 

»108.— III. u.IV. Theil mit dem Anhange: Brief an einen 

Freund über das Hallspiel (Jeu de Paume). Übersetzt und 
herausgegeben von R. Haussner. Mit 3 Fig. (172 S.) .«2.70. 

»111. S.A. Abel, Abhandlung über eine besondere Klasse algebraisch 
aufiüsliaivr Gl>?:." Hunger:. H t i-aiisgi?^sbi;ii von Alfred Loewy. 

(50 S.) Ji —.90. 



/Google 



Abhandlung 



BESONDERE KLASSE ALGEBRAISCH 
AUFLÖSBARER GLEICHUNGEN. 



N, H. ABEL. 

(1829.) 



Herausgegeben 



Alfred Loewy. 



LEIPZIG 

VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 
1900. 



/Google 



/Google 



1311 

Abhandlung über eine besondere Klasse alge- 
braisch auflösbarer Gleichungen. 

Von 

N. H. Abel. 



Obgleich die algebraische Auflösung der Gleichungen im 
allgemeinen nicht möglich ist, so gieht es wenigstens besondere 
Gleichungen jeden Grades, welche eine derartige Auflösung 
zulassen.') Dies sind /.um Beispiel die Gleichungen der Form 
x 1 ' — 1 = 0. Die Auflösung dieser Gleichungen beruht auf 
gewissen Relationen , die zwischen den Wurzeln bestehen. 
Ich versuchte diese Methode zu verallgemeinern, indem ich 
voraussetzte , dass zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
derartig unter einander verbunden seien, dass man die eine 
rational durch die andere ausdrücken kann: eine derartige 
Gleichung kann, wie ich fand, stets durch eine gewisse An- 
zahl von Gleichungen niedrigeren Grades gelöst werden. 
Es giebt auch Fälle, wo man die gegebene Gleichung selbst 
algebraisch lösen kann. Dies tritt zum Beispiel stets ein, 
wenn die gegebene Gbr'ehuniT irrednctibel und ihr Grad eine 
Primzahl ist. Dasselbe findet noch statt, wenn alle Wurzeln 
einer Gleichung durch: 

x, Qx, Q^x, Q 3 x, ... & a ~ i x, wo Q n x = x ist, 

ausgedrückt werden können; Qx soll dabei eine rationale 
Function von x sein und Q*x, <-Px, . . . sollen Functionen der- 
selben Form wie @x zwei, drei u. s.w. mal genommen bedeuten. 
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ist, zu dieser Gattung; den» bezeichnet man mit a eine pri- 
mitive Wurzel für den Modul n,' 1 ) so kann man bekanntlich die 
n — 1 Wurzeln durch: 



d. h. wenn man x" — Qx setzt, durch: 

x, Ox, Q'-x, Q'- l x, ...Q n ~ % x, wo 0"~'y; = x, 
darstellen. 

Dieselbe Eigenschaft kommt einer gewissen Klasse von 
Gleichungen zu, welche die Theorie der elliptischen Functionen 
liefert. 3 ) 

Allgemein gelang es mir, das folgende Theorem zu be- 
weisen: 

Wenn die Wurzeln einer Gleichung irgend welchen Grades 
unter einander derartig- verbunden sind, dass alle Wurzeln 
rational durch eine von ihnen ausgedrückt werden können, 
welche wir mit :;■ bezeichnen, inul wenn man ferner, [132] falls 
man durch Qx und @ { x irgend zwei beliebige Wurzeln be- 
zeichnet, 

00,2;= 0,0a; 

hat, so ist die Gleichung, um die es sich handelt, immer alge- 
braisch auflösbar. Setzt man die Gleichung als irreduetibel 
voraus und ist ihr Grad: 



: Primzahlen sind, so kann 
man die Auflösung dieser Gleichung redlichen auf die von v t 
Gleichungen vom Grade «, , von v s Gleichungen vom Grade <? s , 
von v, Gleichungen vom Grade « s n. s. w. 

Nachdem ich diese Theorie :illgemein dargestellt habe : 
werde ich sie auf die Ivreisfunetionen und elliptischen Func- 
tionen 4 ; anwenden. 

§ 1 
Wir betrachten zuerst den Fall, hei welchem nach Voraus- 
setzung zwei Wurzeln einer irreductibl6n B ) Gleichung*] derartig 

*) Eine Gleichung tpx = 0, deren Coefncicnten rationale Func- 
tionen einer gewissen AnaüliJ bekannter Grössen c. b, a sind, wird 
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Eine besondere K'asse alpeb'iiisrh auflösbarer Gleichungen. 5 

unter einander verbunden seien, daaa die eine rational durch 
die andere ausgedrückt werden kann. 

Es sei: 
(1) <px = 

eine Gleichung vom Grade ji und x' und x v zwei Wurzeln, 
welche unter einander durch die Gleichung: 
[2} x' = 0x, 

verbunden sind; hierbei bedeute @x eine rationale Function 
von x und von bekannten Grössen. Da die Grösse x' eine 
der Wurzeln der Gleichung ist, so hat man (p[x) = und 
infolge von (2): 
(3) rp (©*,) = . 

Ich behaupte jetzt, da** diese Gleichung auch noch gültig 
bleibt, wenn man an Stelle von x K irgend eine andere Wnrzel 
der vorgelegten Gleichung setzt. Man hat thatsächlich das 
folgende Theorem*): 

[133] Theorem I. Wenn eine Wurzel einer med tiet.i bleu 
Gleichung <px = einer anderen Gleichung fx = genügt, 
wo fx eine rationale Function von x und von bekannten 
Grössen, welche nach Voraussetzung in <fx enthalten sind, 

irreduet ibol genanni:. wenn es anmilglich ist, irgend eine iliroi 
Wurzeln dureli eine Uleielinne; niedrigeren Grades, deren Coeffi- 
cienten ebenfalls rationale Functionen von «, 6, c . . . sind, auszu- 
d rücken. 

*) Dieses Theorem lässt sich, wie folgt, leicht beweisen: Wie 
auch immer die rationale Fiim-.tiun ,'.<■ beschallen ist. so kann man 

immer fx = -^ , wobei M und N ganze Functionen von x ohne 

gemeinsamen Factor sind, setzen; eine ganze Function von x kann 
immer in die Form P -\- Q ■ <fx gebracht werden; P und Q sind 
dabei derartige gan/e PiunTiimen, dass der (■rad von P kleiner als 
derjenige der Function if. <: ist. Setzt man daher .V = P-J- Q-<px, 
so hat man fx = — \r ' ^üa vorausgeschickt, bedeute x, 

die Wurzel von <px = 0, welche gleichzeitig fx = genügt; x 1 wird 
daher gleichzeitig eine Wurzel der i'.Jleiclünig /' — 0. Ware nun 
P für irgend einen Werth des -.<: nicht Null, so giebl diese Gleichung 
*, als Wurzel einer Ueichnng niedrigeren Grades als desjenigen 
von <px = Q; dies ist im Widerspruch mit unserer Annahme; da- 
her Ist P = und folglich fx= <px-^\ hieraus ersieht man, dass 
fx gleichzeitig mit <fx Null wird. Q. E. D. 
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6 N. H. Abel. 

bezeichnet, so wird diese letztere Gleichung auch befriedigt, 
wenn man an Stelle von x irgend eine Wurzel der Gleichung 
tpx = setzt. 

Die linke Seite der Gleichung (IJ) ist eine rationale Function 
von x, daher hat man: 

(4) tp(Ox) — Ö, wenn tpx = , 

d. h. wenn x irgend eine Wurzel der Gleichung tpx = ist, 
30 ist es auch die Grösse &x. 

Da &z, eine Wurzel der Gleichung tpx = iat, SO ist 
jetzt infolge des Voraufgegangenen mich &Qx i eine Wurzel; 
ebenso sind Q(-J(-)x { und die weiteren Grössen, die man er- 
hält, indem man die Operation, welche mit Q bezeichnet ist. 
eine beliebige Anzahl mal wiederholt, Wurzeln. Es sei zur 
Abkürzung: 

00a:, = O^x, ; QQ"-x i = G^x, ; QG 3 x l = &*x, u. s. w. 
gesetzt, dann hat man die Reihe: 

(5) x t , Qx, , & ! x t , 0% , 0*3;, , . . . 

und alle diese Grössen sind Wurzeln der Gleichung tpx = 0, 
Die Reihe (5) wird eine unendliche Anzahl von Gliedern haben, 
aber da die Gleichung tpx = nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Wurzeln hat, so müssen mehrere Grössen der 
Reihe 'J>'j unter einander gleich sein. 
Wir setzen daher z. B. voraus: 

©»»«;, =G m+ "x l . 
oder : 

(6) ©"{©"a:,) — & m x, = 0, 
indem man beachtet, dass 6 n * m x, = n Q m x, ist. 

Die linke Seite der Gleichung ;6) ist eine rationale Function 
von Q m x i ; nun ist diese Grösse eine Wurzel der Gleichung 
rp<E — 0, daher kann man infolge des oben ausgesprochenen 
Theorems x, an die Stelle von G m x { setzen. [134] Dies er- 
giebt: 

(?) «"«. = *, . 

hierbei kann man voraussetzen, dass n den kleinsten mög- 
lichen Werth bezeichnet, so dass die Grössen: 
[81 x t , Qx, , ©»ic, , . . . &"-'x, 

alle unter einander verschieden seien. 
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Eine besondere Klasse algebraisch auflösbarer Gleichungen. 7 

Die Gleichung (7) ergiebt: 

e' c n x i = & j! x i , d. h. &** k x i = G k x 1 . 

Diese Formel zeigt, dass von dem Term @ n ~ i x l aus die 
Glieder der Reihe (8) sieh in derselben Aufeinanderfolge re- 
produciren. Die n Grössen (8) sind daher die einzigen der 
Reihe (5), die unter einander versch irden sind. 

Dies vorausgeschickt, sei, wenn /i ~^> ii ist, x^ eine andere 
Wurzel der vorgelegten Gleichung, welche nicht in der Eeihe (8) 
enthalten sei, dann folgt mi* dem Theorem 1, dass alle Grössen: 

(9) X t , Qx^, G*X t , . . . © rt_, 3! ä , ... 
gleichfalls Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. Ich be- 
haupte nun, dass diese Reihe auch nur n unter einander und 
von den Grössen in (8) verschiedene Grössen enthält. In der 
That, da &"x, — x, = ist, so hat man infolge des Theo- 
rems I: & n x t — x t = und folglich: 

Q" +k x^ = t a: ä . 

Daher sind die einzigen ßrßsaen der Reihe (9), weiche unter 
einander verschieden sein können, die n ersten: 

[10) x t , &X,, Q l x t , . . . ©"-'iE,. 

Diese sind notwendiger Weise unter einander und von den 

Grössen ftij verschieden. Ware nämlich etwa: 



wo m und v kleiner als n sind, so würde folgen: Q m x l =Q"x i \ 
dies ist aber unmöglich, denn alle Größen 'S) sind unter ein- 
ander verschieden. Hätte man hingegen: 

©•% = &-X, . 
so würde folgen: 

Q n - m G"x i = e n - m & m x t m= & l ~ m+ « l x i = @ n x i = a;, , 
daher: 

x t = n - m *"x, , 
das heisst die Wurzel # s wäre in der Reihe (8) enthalten, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

[135] Die Anzahl der Wurzeln, welche in (8) und [10] 
enthalten sind, ist gleich 2n\ daher ist ^i entweder gleich 2u 
oder grösser als diese Zah!. 



/Google 



In dem letzteren Falle sei u\ : eine Wurstel, welche von den 
in (8) und (10) enthaltenen Wurzeln verschieden sei, dann 
hat man eine neue Eeihe von Wurzeln: 

x a , Qx 3 , &*x 3 , . . . 0"-'x 3 , . . . 

Man beweist genau auf dieselbe Art, dass die n ersten 
dieser Wurzeln unter einander nnd von den Wurzeln (8) und 
'1Ü) verschieden sind. 

Indem man diesen Process fortsetzt, his alle Wurzeln der 
Gleichung tpx = erschöpft sind, sieht man, dass die j* Wur- 
zeln dieser Gleichung sich in mehrere Gruppen theilen, die 
aus n Tennen bestehen; daher ist j.i durch n theilbar; be- 
zeichnet man mit m die Zahl der Gruppen, so hat man: 

(ii) ,. = .».». 

Die Wurzeln selbst sind: 



5^ , 


©X> 


... e—'x 


9*>, 


&•!!,, 


. . . ©""'a: 


'«., 


&•!:,, 


. .. e n "x 



\ x m , &x m , a z m , ... & n -'x m . 

Wenn m = 1 ist, so hat man ft = n und die p Wurzeln 
der Gleichung <px = sind durch: 

(13) 95, , &X i , ©*&, , ... 0."- 1 », 

ausgedruckt. In diesem Falle ist, wie man weiter sehen wird, 
die Gleichung (px = algebraisch auflösbar. Aber diese 
Eigenschaft findet nicht immer statt, wenn m grösser als die 
Einheit ist. Man kann dann nur die Auflösung der Gleichung 
<px = auf diejenige einer Gleichung ;?-ten Grades reduciren, 
deren Co effici enten von einer Gleichung wi-ten Grades ab- 
hängen; dies wollen wir im folgenden Paragraphen beweisen. 



Betrachten wir irgend eine der Gruppen (12), z. B. die 
erste, und setzen wir: 

,.., | (.-.iN.-es.Ki.-ev.)... (»-»-'«■) 
l14 ' \=^+ä[^-'+ä"^-'^ m i <"- , >z+A (,, =o, 
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Eine besondere Kl;is>e aijrelirsiisck :ml' nsburci' G'eichungen. 9 
dann sind die Wurzeln dieser Gleichung: 

x it @x, , 0*x it . . . e n -'x, 

und die Coefficienten .-!', -A" t . . . Aj& sind rationale und 
[136] aymmetrisc he Functionen dieser Grössen. Wir werden 
sehen, dass man die Aufstellung dieser Coefficienten von der 
Auflösung einer einzigen Gleichung m-ten Grades abhängig 
machen kann. 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir irgend eine ratio- 
nale und symmetrische Function von x l} &x t , ®*ä! 4 , ... 
& t ~ i x i , sie sei: 

(i5) 2/, = fK, »*„ e 1 «,, ■-■ ö"-x). 

Setzt man an die Stelle von x, der Reihe nach sc,, x 3 , 
. . . x m , so nimmt die Function y t verschiedene Werthe an. 
welche wir mit y { , y s , j/ s , ... y m bezeichnen. Beachtet man 
dies und bildet eine Gleichung m-teii Grades: 

[16) y m -\-p l y m -* ■\-p t y m ~ t -] \- Pm-iV +P m — °i 

deren Wurzeln ?/, , y t , y 3 , ... y m sind, so behaupte ich, dass 
die Coefficienten dieser Gleichung nilional durch die bekannten 
Grössen, welche man durch die- vorgelegte Gleichung als ge- 
geben voraussetzt, ausgedrückt werden können. 

Da die Grössen Ox^ , & s t , . . . G n ~^x l rationale Functionen 
von x { sind, so ist es auch y t . Es sei : 



(17) 

■ Um = Fx m 

Setzt man in (15) der Reihe nach G-.i\ , @ i x i , ® i x i , ... 
0"~ l x t an Stelle von x i und beachtet, dass & n x i =x ii 
0*+*a;, = ©»„ © n+ *a; t = ©*»,, u. s. w. ist, so ist klar, 

dass die Function >/ i ihren Werili nicht ändert, daher hat man: 

Vl = Fx, = F{Qx l ) = F[Q' l x l } = ■■■ =F(e n "x,} 
und ebenso: 

j,, =i»X — J-fSag = F(0*x i ) = ■-■ =F(e n -'x,), 

y m = Fx m =F[@x m )=F{®*x m )= ■■■ = F[&-<xJ . 



s, - », , 




dann habei 


l wir auch: 


9» = *** ■ 


y 3 = Fx, 
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Erhebt man jedes Glied dieser Gleichungen in die v-te 
Potenz, ao folgt: 

y\ = ~ (W + fro«,)» + ■ ■ . + (Fe^x,)-} , 
yl=~ ( W + ( F& 0" H f- ^ö" -1 «.)'} > 

2& — 4 K^V + (F®Xm)" H h (F0""'%J") - 

Addirt man die zulet/f hiug^ädiri ebenen Gleichungen, so 
hat man den Werth von: 

y\ + y\ + v" H — + 24 

[137] ala rationale und symmetrische Function aller 
Wurzeln der Gleichung ipx = ausgedrückt, es ist nämlich: 

(19) y\ + y v t 4- y\ H h »J, = -£■ s^a)* . 

Die rechte Seite dieser Gleichung kann rational durch die 
Coefficienten von ipx und Qx, d. h. durch bekannte Grössen, 
ausgedrückt werden. Setzt man daher: 

(20) r„ = y\ + j£ + y^ + hg», 

so hat man den Werth von r„ für irgend einen ganzzahligen 
Index v. Kennt man aber r,, r,, ... r m , so kann man den 
Werth jeder symmetrischen Function der Größen y ( , j/ s , ... y m 
finden. Man kann dabei' auf diese Art alle Coefficienten der 
Gleichung (lfij linden und folglich jede rationale und symme- 
trische Function von x, , @x lt &*%,, ... &""'x i vermöge einer 
Gleichung m-ten Grades bestimmen. Auf diese Art gewinnt 
man die Coefficienten der Gleichung :1<A), deren Auflösung dann 
den Werth von x, u. 8. w. ergiebt. 

Man ersieht hieranü, dass man die Aiit'lijäimg der Gleichung 
cpx =* 0, welche vom Grade fi => in ■ n ist, anf diejenige 
einer gewissen Anzahl Gleichungen vom Grade m und n Kurtick- 
führen kann. Es genügt sogar, wie wir sehen werden, eine 
einzige Gleichung vom Grade ni und m Gleichungen vom Grade n 
aufzulösen. 
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Eiuu besondere Klassß algebraisch auflösbarer Clcicbungeu. H 

Es sei ipx, irgend einer der Coefficienten A[, A", ... A,("K 
wir setzen dann: 

(21) t, = y , ' r ipx i + yl- l p x ,+y^.ipx 3 + ---i^ l -yjx m . 

Da y\ ■ ipx t eine symmetrische Function der Grössen x t , 
&x lt ... & n " i x i ist, so hat man, wenn man beachtet, dass 
9*x l = x,, & n+, x l = Qx { , u. s. w. ist: 

y\ ■ tyv, = 
{Fx^-tpx, = (F&x i ) t '-\l>®x l = ■ ■ ■*m(Fe n - l x i )"-i}t@ n - i x i , 

y\ ■ ipx, = 
—{{Fx i }"-ipx l +{FGx i y-ipex i -l \-{FQ n ' i x K ) v -\pQ n ' i x^. 

Für ?/£ ■ t/ia; 4 , yl ■ ipx 3 , •■• ym' 1 l Jx m findet man ähnliche Aus- 
drücke, indem man x t , x t , . . , x m an die Stelle von x t setzt. 
Führt man diese Werthe ein, so sieht man, dass t e eine ratio- 
nale und symmetrische Function ulier Wurzeln der Gleichung 
rpx = Q ist. Man hat in der That: 

(22) f„ = — 2[Fx) v -ipx. 

Daher kann man t r rational durch bekannte Grössen ans- 
drilcken. 

Beachtet man dies und setat v = 0, 1, 2, 3 ... m — 1, 
so ergiebt die Formel (21): 

[138] tpte, + ipx, H + H>x m = t„ , 

ViV^i + 2'ä</' a: a + \-ym*P x m = *i ; 

y\ipx, + y\if/x t ^ VyliH/Xm = *,, 



"V^i+sC V^H V-vZ 



Aus diesen Gleichungen, die in Bezug auf ipx t1 fpx 1 , . . . 
ipx m linear sind, findet man leicht die Werthe dieser Grössen 
als rationale Functionen von y () y i , y s , ■•■y m - 
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Setzt man: 




I»8) Ig - s J(j -»,).. 


■ fe — 2/J 


= j/'»-' + *„_,-;'"-• + «,„_,;/» 


1-1 H h-B.ff + Ä,,, 


so hat mau : 




-11 ttt ^ + «.*. + ^ + 


h'«-,Ä ffl _, + ^ H 


' ' V ' Ä ö + Ä,:'/, + ^^+- 


■•+-^ Hi -.-yf l ~ 5 + ?/i""' 


Die Grössen £„ , iZ, , ... B m _, 


sind rationale Functione 



kann sie durch s/, allein 
ausdrücken. Multiplieirt man nämlich {211} mit «/ — y,, so 

{y — y^y — y^--- (?/ — ?/,») 
- ?/" + (ß m _, - //,) y m ~' + (Vi - 9. *W- J ?/" _i + • ■ • ■ 

Vergleicht man diu arlvic li hohen 1'otenzen von y, so schliesst 
j Vs = :'/, + i'i 7 

^m-b = :<a B m-t + P* = ?/; + p, y, + j», , 



1 Bo^yf^+PiV? 1 +p i y'" *-\ \-Pm-,- 

Setzt man diese Wertlie ein, so wird der Ausdruck von ipx i 
eine rationale Function von y t und von bekannten Grössen, 
Man sieht, dass wenn der Nenner: 

K n + -B )?/l + R iy \ H (- i? m _ a ?/!""' + ?/!"" 

nicht Null wird, es stets miiglieh ist, t/j», auf diese Art zu 
finden. Man kann thatsäcklich der Function y t eine unend- 
liche Anzahl Formen gehen, welche diese Gleichung unmöglich 
machen, z. B. indem man setzt: 

(26] », = («- «,)(o - sr.Ko - e»«,) ... (» - 8»-'»,) , 

wo ß unbestimmt ist, dann kann der Nenner, um den es sich 
handelt, nicht verschwinden. Da dieser Nenner nämlich das- 
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Eine besondere Klasse algebraisch auflösbarer Gleichungen. 13 

(Vi — $*)(&, —»»)■■■ fei — Vm) 
ist. [139] 30 würde man, wenn er Kuli wäre. 

Vi = Vk 
haben, das heisst: 

= («-%)(«- e%) ■••(«- «"-'%), 

dies ist unmöglich, denn alle Wurzeln #,, Qx t , ä £, , ... 
Q' l ~ i x l sind von den Wurzeln '■%, Ox l; , 0*3^, ... 0" -1 ^ 
verschieden. 

Die Coefficienten A[, A", . . . A^ können daher rational 
durch eine und dieselbe Function ;?/,, deren W'erth von einer 
Gleichung m-ten Grade* abhängt, ausgedruckt werden. 

Die Wurzeln der Gleichung (14; sind: 

x t , &x lt 0^, ... ©"-'a:, . 

Ersetzt man in den Coefficienten A',, A", u. s. w. y i durch 
J/n 3/ai ■ ■ ■ Vmi ao erhält man m —■ 1 andere Gleichungen, 
deren Wurzeln be/.ielumgswe.ise sind: 

x it 9a,, ... 0""'^, 
a,, &X t , . . . 0"-'x a , 



&x m , . . . ©"- 



Theorem II. Die vorgelegte Gleichung ipx = kann 
daher in m Gleichungen vom Grade //■ zerlegt werden; die 
Coefficienten dieser (.ileidnmgei! sind dabei rationale Functionen 
je einer Wurzel einer einzigen Gleichung w-ten Grades. ] 

Diese letztere Gleichung ist im allgemeinen nicht alge- 
braisch auflösbar, wenn sie den vierten Grad übersteigt; aber 
die Gleichung (14) und die anderen ähnlichen sind es, wie 
wir im folgenden Paragraphen sehen werden, stets, wenn die 
Coefficienten A[, Ä[ n. s. w. bekannt sind. 



§3. 

iragi 
iinhe 

l = 1 ist, bescliai'l.igen. 



aufgegangenen Paragraphen haben wir den 
grösser als die Einheit ist, betrachtet. Jetzt 
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In diesem Falle hat man fi = n, und die Wurzeln der 
(ili'icliuug tpx-z= sind; 



ich behaupte nun, dass jede Gleichung, deren Wurzeln auf 
diese Art ausgedrückt wurden können, algebraisch auflös- 
bar ist. 

[140] Sei a irgend eine Wurzel der Gleichung at* — 1 = 
und setzen wir: 

(28) l px^(x+a®x+ a °-QH+a>&'x-\ |-aP-' &«-'*) V) 

so ist \px eine rationale Function von x. Diese Function 
kann nun durch die Coefficienten von rpx und &x rational 
ausgedrückt werden. 

Setzt man O m x an die Stelle von x ; so hat man: 

ip &»x = [& m x + a & m+ 'x + a* Q'"+* x-\ \- 

_|_ a ft-m@p x + a f*-™* i& [i+t a ._\ (. a f<-i 0|U -f«-!^( ; 

man hat aber: 

Gl'x^x, Qt i+ 'x = Qx, ... Q! i+m "x = & m " x, 
dtther: 

ip & n x = lo. u " m x + a^-'" + ' Ox-i h 

Nun ist ßf = 1, daher: 

i/;0% = [af , -»( a: +[(0x-|- b'Ö'iH h w."-'©."-'^]." 

= a Kf«-»»)( ! is+ß0as+« 1 , aH \-a!^' QP-'xf, 

da 

«»(,'-»0 = 1 

ist, so ersieht man, dass: 

\pQ m x = tpx 
ist. Setzt man m = 1, 2, 3. ... <i — 1 und addirt hierauf, 



(29) xpx = - -{ipx+ \pQx+ ip@*x-\ h J/JÖ." - 
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Eine besondere Klasse aL-cbnusd] iinfin^iiitrcr Gleichungen. 15 

ipx ist daher eine rationale und symmetrische Function aller 
Wurzeln der Gleichung ipx = und folglich kann man ipx 
rational durch bekannte Grössen ausdrücken. 

Wenn ipx=>v gesetzt wird, so folgt .'ins der Gleichung (ä8:: 

(30) ftv = z + u9x + a i <-)' l x-l {-«."-' &■<<-< x . 

Beachtet man dies und bezeichnet die /( Wurzeln der 
Gleichung 

«." — 1 = 
durch 

(31) 1, «,, «,, «,, ... „,,_, 
und die entsprechenden Werthe des v durch: 

(32) v 01 v lt v lt v it ... Vp_ t , 

so ergiebt die Gleichung (30), indem mau für a der Reihe 
nach 1, a t , a ä , ... a , setzt; 

[Uli . IL . 

]/(/„ =x+ ©as+©*aH h QP-'x, 

j/^ = x + a s 0x + u\ &x^ h a^-'Qf'-'x, 

fa = x+a t Qx -\-«\Q*x-\ h«f'"@H->x, 



(33) 



Yv ll _^x+a li _ { &x + a^&x+- + a^Z\Q^x. 
Äddirt mau diese Gleichungen, so hat man: 

hierbei ist yv h! welches eine consnmte Grösse ist, durch — A 
ersetzt worden. s ) 

Hierdurch kennt man die Wurzel x. Allgemein findet man 
die Wurzel &"'x, indem man die erste der Gleichungen (33) 
mit 1, die zweite mit a~ m , die dritte mit a^ m u. s. w, mul- 
tiplicirt und addirt; alsdann ergieht sich: 

(35) e»* = 
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(38) 



16 N, H. Abel. 

Giebt mau m die Werthe 0, 1, 2, . . . u — 1, so bat man 
den Werth aller Wurzeln der Gleichung. 

Der vorausgehende Ausdruck i'iir die Wurzeln enthält all- 
gemein eine u — 1 -fache Anzahl verschiedener Radicale der 

Form yv. Daher hat er eine ^'"'-fache Anzahl von Werthen, 
während die Gleichung q>x = nur /i Wurzeln hat. Aber 
man kann dem Ausdruck für die Wurzeln eine andere Form 
geben, welche nicht dieser Schwierigkeit unterliegt. Wenn 

nämlich der Werth von JA', festgelegt ist, so ist auch der- 
jenige der anderen Radicale, wie wir sogleich sehen werden, 
bestimmt. 

Wie auch immer die Zahl ti beschaffen ist, gleichgültig 
ob sie eine Primzahl oder keine Primzahl ist, so kann man 
stets eine Wurzel a der Gleichung «." — 1=0 finden, dass 
die Wurzeln: 



[36) ,,, „', „', ... «C- 

dargestellt werden können. 

Beachtet man dies, so hat man: 

(37) W^ = X+<x k Qx+ a **&*x + -.. + a(l*-W®l'-ix, 
[fv, = x + a Qx + o s &*x -\ \-a!<~*&!'-'x. 

Hieraus folgert m:m : 

X(fli+o®a!+a*©*a!H \-af'- i &f , x)t l - k . 

[143] Die rechte Seile dieser Gleichung ist eine rationale 
Function von x, welche ihren Werth nicht ändert, wenn man 
an die Stelle von x irgend eine andere Wurzel <-J m x setzt; 
dies ersieht man leicht, indem man diese Substitution, ausführt 
und auf die Gleichung 0. u+ "a: = Q"x Rücksicht nimmt. Be- 
zeichnet man die fragliche Function, um die es sich handelt, 
mit ipx, so hat man: 

Pv/rifv,) =t[>x = ipGx = ip@ , x=--- =i//0! , -\-(;, 
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Eine besondere klnsse iL^ebniiseti jiufliisbnrer (Gleichungen. 17 
und infolgedessen: 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale und sym- 
metrische Function der Wurzeln, daher kann mau sie durch 
bekannte Grössen ausdrücken. Bezeichnet man den Werth der 
rechten Seite mit a-/., so hat man: 

(40) frl-(fr/ ' = *, 

und infolgedessen: 

(4i! f« t = "Mfr;f. 

Mit Hülfe dieser Formel wird der Ausdruck für die Wurzel x: 

in) x ^~ j- ä + fr; + a (f,.;)'+ ^ (fr;)' + ■ ■ . 

Dieser Ausdruck fttr x hat nur u verschiedene Werthe, welche 
man erhält, indem man an die Stelle von yw, die j.i Werthe: 

pV,, a-jfa, a^v,, ... a/'-'fa 
setzt. 

Die Metkode, welche wir im Yovau (gegangenen zur Auf- 
lösung der Gleichung rpx = befolgten, stimmt im Grunde mit 
derjenigen iiberein, von welcher Herr Gauss in seinen Dis- 
quisitiones arithmeticae ") pag. 645 et seq. Gebrauch 
gemacht hat, um eine, gewisse. Klasse von Gleichungen, zu 
denen er in seinen Untersuchungen über die Gleiehungen 
je" — 1 == gelangt war, aufzulösen. Diese Gleichungen haben 
dieselbe Eigenthümliehkeit wie unsere Gleichung rpx = 0. 
nämlich dass alle ihre Wurzeln in der Form: 
x, &x, G*x, . . . Of'-'a: 
dargestellt werden können; Gx bedeutet dabei eine rationale 
Function. 

Infolge dessen, was voraufgeht, können wir das folgende 
Theorem ; 
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Theorem III, Wenn die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung durch: 

x, Qx, &x, . . . Gt'-'x 

dargestellt werden können, [143] Qt'x = x ist und Qx eine 
rationale Function von x und bekannten Grössen bedeutet, so 
ist diese Gleichung immer algebraisch losbar. 

Als Corollar folgert man das folgende 

Theorem IV. Wenn zwei Wurzeln einer irreductiblcn 
Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, in einem derartigen 
Verhältniss stellen, dass man eine rational durch die andere 
ausdrücken kann, so ist diese Gleichung' aUieliraisch auflösbar. 

Das folgt sofort aus der Gleichung (11) 

denn, wenn u eine Primzahl ist, so muss man m = 1 haben, 
und folglich drücken sieh die Wurzeln durch x, Qx, Q % x, ... 
0.*'-*x aus. 

In dem Fall, dass alle bekannten Grössen von cpx uud 0a: 
reell sind, erfreuen sieh die Wurzeln der Gleichung rpx = 
einer bemerken swerthen Eigenschaft, die wir nun beweisen 
wollen. 

Infolge des Vorauhreganseneu sieht man, dass <*„__, rational 
durch die Coeffieienten von <px und Qx sowie durch a aus- 
drückbar ist. Wenn daher diese Ooei'ticieitteu reell sind, so 
muss o„_, die Form: 

>-, = ' + » y^T 

haben; V — 1 tritt nur wegen der Grösse a, die gewöhnlich 
imaginär ist und allgemein den Werth 

a = cos — + V— 1 sin — 
!' ,» 

haben kann, auf. 

Aendert man in a das Vorzeichen von V— 1 und be- 
zeichnet dann mit «'„_, den entsprechenden Werth von a . 
so hat man: 

a f H _ f =« — SV^T. 

Infolge (40) ist es evident, dass a' /l _ l = a /l _ l ist, daher 
jgt 6 = und 
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Eine besondere Klnssi; algebraisch aui'li'.Vbare.r Gleichungen. 1*J 

a„_, hat also stets einen reellen Werth. Auf dieselbe 
Weise beweist mau, dass; 

■r, = e + dV— 1 und (■„_, = o — rf V— 1 , 

wobei e nnd d reell sind. 
Daher wird: 



Hieraus folgert mau: 

144) i», = «+ V'^T VK^j , 

[144] und iu Folge dessen ist W — o 1 = rf; hieraus ersieht 
man, dass Ya" — c 1 stets einen reellen "Werth hat. 
Beachtet man dies, so kann man: 

;45) e = [Y^f-tMÖ, Va^=J=[VQ^.s\nÖ 



tzen; hierbei ist q eine positive Grosse. 
Hieraus folgert man : 



1-16) «" = j « ; 

folglich wird £ gleich dem numerischen Werth von «. Ueber- 
dies sieht man, dass a immer positiv ist, wenn fi eine un- 
gerade. Zahl ist. 

Kennt man q und d, so hat mau: 

v,= {}$)"■ fcosd + V^Tsind) 
und folglich; 



Setzt man diesen Werth von Y t.\ in den Ausdruck v 
('■12' so nimmt er die Form an: 
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(47 K = l|_, 1 + l /?(cos-' 5+ -J^+V- i rin *+?» 



+ (J-+ov=i)v?- (-fcf^l + v=Tsi31±f^) 

+ etc.j , 

o, A, /', g, F, G u. s. w. sind rationale Functionen von 
cos — , ain — Bat! den Coefficienten von (px und Qx. Man 

findet alle Wurzeln, indem man m die Werlhe 0, 1, 2, 3, ... 
ii — 1 giebt. 

Der voraufgehende Ausdruck fflr x ergiebt das 
Theorem V. Um die Gleichung (px = aufzulösen, ge- 
nügt es: 

1) den Umfang des ganze» Kreises in << gleiche Theile 
zu theilen, 

2) einen Winkel ö. den man eoitütruircn kann, in u gleiche 
Theile zu theilen, 

3) die Quadratwurzel ans einer einzigen Grösse ß zu 
ziehen. ") 

Dieses Theorem ist nur die Erweiterung eines ähnlichen 
Theorems, welches Herr Gmtsa in dem oben citirten Werke 
pag. 651") ohne Beweis aiigiebt. 

[145"; Es ist noch zu bemerken, dasa die Wurzeln der 
Gleichung ipx = entweder sämmtiich reell oder sämmtlieh 
imaginär sind. Wenn eine Wurzel x reell ist, so sind es auch 
thatsächlieh die anderen, wie die Ausdrücke: 

Qx, Q*x, . . . Gf'-'x, 

welche nur reelle Grössen enthalten, es /eigen. Wenn hin- 
gegen x imaginär ist, so sind es auch die andern Wurzeln, 
denn wenn z. B. & m x reell wäre, so wäre auch &f- m (& m x) 

=-Q!'x = x gleichfalls gegen die Voraussetzung reell. In 
dem ersten Falle ist ci positiv und in dem zweiten negativ. 
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Wenn i.t eine ungerade Zubl ist, so sind alle Wurzeln reell. 

Die Methode, welche wir in diesem Paragraphen angegeben 
haben, um dir. Gleichung ij:r.-A) aufzulösen, ist in allen 
Fällen auweudbar, gleichgültig ob die Zahl ,<( eine Primzahl 
ist oder nicht; wenn aber L ti eine zusammengesetzte Zahl ist, 
so giebt es noch eine andere Methode, welche einige Ver- 
einfachungen darbietet und die wir noch in wenigen Worten 
ntLSi:iu:nid(rrsot/oii wollen. 

Wenn u *= m • n ist, so können die Wurzeln: 



», Sc, O'x, .. 


. & u ~<x 


auf folgende Art gnippirt werden: 




x, O m x, f-)- m x, 


. .. ßi«-y»x, 


ex, 0"+'x, «•"»*'»■, 


(./.-,>.*>,, 


&-x, &"< +i x, W" +i x, 


. . . ©(»-<)»« a 



Setzt man zur Abkürzung: 
(48) &"x = Q,x, 

(49J x = x t , Ox = x l; Q*x = x 3 , . . . &" l -'x = 
50 kann man die Wurzeln auf Allmende Art schreiben: 
I 1') x i} &,x, , ©X , ... Qf-'x, , 
2') x t , 9,a ± , e*x t , . . . Sf-'a;,, 



;bo) 



*') X m , &,x m , (r)\x m , , . . ©;'" 



Infolge dessen, was mau im § 2 gesehen hat, kann mau 
iaher die Gleichung tpx = 0, welche vom Grade m ■ n ist, 
in vi Gleichungen vom Grade n, deren Coefii ei eilten von einer 
Gleichung vom Grade m abhängen, zerlegen. Die Wurzeln 
dieser m Gleichungen werden die Würzen 1', respective 2', ... 
in' sein. 

Wenn n eine andere zusammengesetzte Zahl m t ■ n l ist, 
so kann mau jede der Gleichungen vom Grade n auf dieselbe 
Art in m, Gleichungen i'148] vom Grade i\ zerlegen; die 
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22 N. II. Abel. 

Co effici entcn dieser Gleit' lumpen hängen von einer Gleichung 
vom Grade w, ab. Wenn n { ebenfalls noch eine zusammen- 
gesetzte Zahl ist, so kann man die Zerlegung auf dieselbe 
Art fortsetzen. 

Theorem VI. Setzt mau allgemein: 

voraus, so wird die Auflösung der Gleichung tpx = auf 
diejenige von n Gleichungen der Grade: 



zurückgeführt. 

Es genügt, sogar, eine einzige Wurzel von jeder dieser 
Gleichungen zu kennen, denn wenn, man eiue Wurzel der 
vorgelegten Gleichung kennt, bo kann man alle anderen Wurzeln 
als rationale Functionen dieser ausdrücken. 

Die vorstehe mle Methode i?i- im Grunde dieselbe, welche 
Herr Gauss für die Rcd11ct.ie.11 der Gleichung mit zwei Gliedern 
<:.'' — 1=0 angiebt 

Um die vorstellende Zerlegung der Gleichung <( x = in 
andere von niedrigerem Grade klarer darzuthun, behandeln 
wir ii = 30 = 5 ■ 3 ■ 2 als Beispiel. 

In diesem Falle sind : 

*, ®x, Q*x, . . . &*»x 
die Wurzeln. 

Zuerst bilden wir eine Gleichung 6, Grades, deren Wurzeln: 

x, Q s x, ©»»as, 6<*x, ©"&, 0- 5 a; 

sind. Sei R = diese Gleichung, so kann man ihre Coef- 
lieienten durch eine Grösse //, «eiche Wurzel einer Gleichung 
fünften Grades P=0 ist, rational bestimmen. 

Da der Grad der Gleichung B = selbst eine zusammen- 
gesetzte Zahl ist, so bilden wir eine Gleichung dritten Grades 
R l = 0, deren Wurzeln: 

x, &°x, O ia x 

sind; die Coefficienten von 11, sind rationale Functionen von y 
und einer Grösse x, welche Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades P, = ist; bei dieser letzteren Gleichung sind die 

Ooefti eleu teil rational durch y ausdrückbar. 
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Eine besondere Klasse algebraisch auflösbarer Gleichungen. 23 
Im Folgenden gehen wir das Tableau der Operationen an; 

<* + ny, »j . ** + /-, (p, x) ■ x + r.to. *) = , 

2/ s + J, • y* + J, ■ j/ a + -4, ■ y s + 4, ' 2/ + A — . 

Man kann auch mit einer Gleichung zweiten Grades in x 
oder mit einer Gleichung fünf ton Grades heginnen. 

[147] Nehmen wir die allgemeine Gleichung <px = Q 
wieder vor. 

Setzen wir (t = m ■ n voraus, so kann man: 
(52) x» + fy ■x n -' + f,yx"-^ + ---=0 

setzen; y ist dabei durch eine Gleichung m-ten Grades, 
niintlk'h: 

(58) y m + Ä-y m ~ i +.-. = 0, 

bestimmt; alle Ooel'lieienteu der letzten Gleiehiuig sind rational 
dnreh bekannte Grössen ausgedrückt. 

Beachtet man dies und sind: 

,„ = „,,.,„,.,»,...„,,„ „a 

( /( = m, ■ n, , ,(( = nt s ■ % , ...(( = m 0i ■ n„, 
verschiedene Arten, die Zahl u in zwei Factoren zu zerlegen, 
so kann man die vorgelegte Gleicbimg ipx = auf die folgen- 
den (u verschiedenen Arten in zwei andere zerlegen: 

)F,{x, ff,) = 0, deren Wurzeln x, &">x, @™'x, ... 
... 0l B i — O m ia; sind nnd deren Coefficienten sich als 
I rationale Functionen einer Grösse y x , welche die Wurzel 
einer Gleichung f l {y l )s=0 vom Grade m i ist, ans- 
I drücken lassen. 

I^fcj Sj) =°i derel1 Wurzeln x, m *x, &* m *x , ... 
... ©l"i~O w, sa; s ind und deTcn Coefficienten sich als 
rationale Functionen einer Grösse j/ s , welche die Wurzel 
einer Gleichung /' s (»/ i ) = vom Grade m t ist, aus- 
drücken lassen. 

F m (x, y w ) = 0, deren Wurzeln »:, (■>'">•*', © s '"n>a;, . . . 

, . . ©("•j- | ) ,B » i ( sind und deren Coefficienteii sieh als 
rationale Functionen einer Grösse y 0) , welche die Wurzel 
einer Gleichung /j„ '?/,„) = vom Grade «i f „ ist, aus- 
drücken lassen. 
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24 N. H. Abel. 

Nehmen wir jetzt an, dass m t , m it ... m b) paarweise 
relativ priui zu einander seien, so behaupte ich dann, dass 
man den Werth von x rational durch die Grössen y v , i/ a . 
y t , ... y 01 ausdrucken kann. Wenn m, , «s 2 , . . . m m zu 
einander relativ prim sind, so ist es klar, dass es nur eine 
einzige Wurzel giebt, welche gleichzeitig allen Gleichungen: 

(55) P, (x, »,) = , F, [», »,) = , ... FJx, ,,„, = 

genügt, nämlich die Wurzel x. Daher kann man nach einem 
bekannten Theorem x rational durch die Coeffieienten dieser 
Gleichungen und folglich durch die Grössen y t , y, , . . . y„, 
ausdrücken. 

Hierdurch hat nuui die Auflösung der vorgelegten Gleichung 
auf diejenige von w Gleichungen: /',>/, — 0, f i y i = 0, ... 
f llt y w = 0, welche respective von den Graden »i l , m i: ... m ol 
und deren Coeflicienten rationale Functionen der CoeiTici enten 
von tpx und <r)x sind, zurückgeführt 

[148] Will man es so einrichten, dass die Gleichungen; 

(56) f lVi = 0, f t y t = 0, ... f a y„ = 

von möglichst niedrigem Grade sind, so inuss mau m t , »»,, 
. . . m vl derartig wählen , dass diese Zahlen Potenzen von 
Primzahlen sind. Wenn z. B. die vorgelegte (lleichung ipx = 
vom Grade: 

(57) ,, = <<.<*.. . <,- 

ist, wobei £., , E ä , ... s ro von einander verschiedene Prim- 
zahlen sind, so hat man: 

Da die vorgelegte Gleichung algebraisch auflösbar ist, so 
sind es auch die Gleichungen :5Gj. denn die Wurzeln dieser 
Gleichungen sind rationale Functionen von.*. Man kanu die- 
selben leicht auf die folgende Art auflösen: 

Die Grösse y ist eine rationale und symmetrische Function 
der Wurzeln der Gleichung (52), d. h. von: 
(59) x, 0"'x, Q ,m x, . . . 0(»-O'»a;. 
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Eine besondere Klasse algebraisch auflösbarer Gleichungen. 25 

no sind die Wurzeln der Gleichung (53): 

[61) Fx, F[Qx), b\e'-x), . . . F{& m -'x); 

ich behaupte nun, dass man diese Wurzeln auf die folgende 
Art ausdrücken kann: 



/. bedeutet hierbei eine rationale Function von y und be- 
kannten Grössen. 

Man hat: 
[63) F(&x) = f{&x, Q[&"x), &[&™x)...6{&<. n - l >x)}, 

daher wird F{&x) ebenso wie Fx eine rationale und symme- 
trische Function der Wurzeln x, 0"'x, ... Q("~'^ m x, mithin 
kann mau durch den Process, der in (94) gefunden ist, F[&x) 
rational durch Fx ausdrücken. Sei daher: 

F&x = IFx = ly, 

so hat mau, indi'in man ■' in Folge des ersten Tlienrems) x durch 
&X, &X, . . . &"-'x ersetzt: 

FQ*x = I.F&x = Z*y , 
F(-Px = ).F&*x='/*y, 



Da jetzt die Wurzeln der Gleichung (53) durch 

y, ty, >-' ! y> ■ ■■ >.'"~'y 

dargestellt werden künuen, so kann man diese Gleichung auf 
dieselbe Art wie [149] die Gleichung rpx = algebraisch 
lösen. (Siehe Theorem III.) 

Wenn m die Potenz einer Primzahl, m. = e 11 ist, so kann 
man y noch durch v Gleichungen vom Grade s bestimmen. 
(Siehe Theorem VI.) 

Wenn man bei dem Theorem III voraussetzt, dass ,« eine 
Potenz von 2 ist, so hat man als Corollar das folgende 
Theorem : 
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Theorem VII. Wenn die Wurzeln einer Gleichung vom 
Grade 2 W durch; 

x, &x, &*x, . . . ©*"-'a;, wobei Q^x = x , 

dargestellt werden können, so kann diese Gleichung durch 
Ausziehung von <u Quadratwurzeln gehisl. werden. 

Wendet man dieses Theorem auf die G leichung - ■■■ ■ = 0, 

wo 1 + 2'" eine Primzahl ist, an, so ergiebt es den von 
Herrn Gauss für den Kreis gefundenen Satz. 



Gleichungen, bei denen alle Wurzeln rational durch 
eine von ihnen ausgedrückt werden können. 

Wir haben im Vorangegangenen (Theorem III) gesehen, 
dass eine Gleichung beliebigen Grades, deren Wurzeln durch: 

x, Gx, O'-x, . . . Ö."-'j: 

ausgedrückt werden können, immer algebraisch auflösbar ist, 
In diesem Falle sind alle Wurzeln durch eine von ihnen 
rational ausgedruckt; aber eine Gleichung, deren Wurzeln 
diese Eigenthiimüclikeit haben , ist nicht immer algebraisch 
auflösbar;") trotzdem giebt es ausser dem im Voraufgehenden 
betrachteten Falle noch einen anderen, in dem dies statt hat. 
Man gewinnt das folgende Theorem: 

Theorem VIII. Es sei %x = irgend eine algebraische 
Gleichung, bei der alle Wurzeln rational durch eine von ihnen, 
welche wir mit x bezeichnen, ausgedrückt werden können. 
Seien 6x und 0, x irgend zwei andere Wurzeln, so ist die 
vorgelegte Gleichung algebraisch auflösbar, wenn man 

0, x = 0, Gx hat. ») 

Der Beweis dieses Theorems kann sofort, wie wir sehen 
werden, auf die im § 2 auseinandergesetzte Theorie zurück - 
treftihrt werden. 

Wenn mau die Wurzel x kennt, so hat man zu gleicher 
Zeit alle anderen, es genügt daher, den Werth von x zu 
suchen. 
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Wenn die Gleichung: 
(64) %x = 

nicht irreductibel ist, so sei: 
[88) >fx = 

r 150] die Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Wurzel x, 
wenn die Co ei'fic ieiii.cn dieser Gleichung nur bekannte Grössen 
enthalten, geniigen kann. Dann befinden sieh die Wurzeln 
der Gleichung ipx = unter denjenigen der Gleichung yx = 
[vergleiche Theorem I), und folglich können sie rational durch 
eine von ihnen ausgedrückt werden. 

Beachtet man dies, so sei (rix eine von x verschiedene 
Wurzel; in Folge dessen, was mau im ersten Paragraphen 
gesellen hat, können die Wurzeln der Gleichung ipx = 0, 
wie folgt, ausgedrückt werden: 

x, 0x, Q'-x, ... & n -'x, 



x m _,, &x m _ t , Crx m _, , . . . & n ~ i x m _ l ) 
bildet man die Gleichung: 
[66) * 4- 
A'x"- ' + Ä'x" ' * + A'"x n ~ * H h A(» ~ °* + A'"> = . 

deren Wurzeln x, Qx, Q*x, . . . Q n ~'x sind, so können die 
Coefficienten Ä, A", . . . äW rational durch eine Grösse y 
ausgedrückt werden; diese ist Wurzel einer irreductiblen *) 



(67) y m + p,y m -' +p t y m -*-i \rPm-rf+Pm = °> 

deren Coefficienten bekannte Grössen sind (siehe § 2). 

*! Man beweist leicht, dass diese Gleich i;usi nicht reduetibe! 
sein kann. Es sei E — die irreduetible Gleichung in y und » 
ihr Grad. Eliminirt man y , so hat man eine Gleichung vom Grade 
n ■ i> in x ; daher ist nv j^ ,« . Man hat aber : 

daher muss r^m sein; dies ist unmöglich, denn v ist kleiner 
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Die B e stiiii 11 niug von x kann vermöge zweier Gleichungen 
(06) und (67) ausgeführt werden. Die erste dieser Gleichungen 
ist algebraisch auflösbar, wenn man die Coefficienten , d. h. 
die Grösse y als bekannt voraussetzt {siehe Theorem III). 
Was die Gleichung in y betrifft, so werden wir beweisen, 
dass ihre Wurzeln dieselbe Eigaiihiimlichkeit wie diejenigen 
der vorgelegten Gleichung </ ./■ — ■ 0, nämlich rational durch 
eine von ihnen ausdviiekbar ku seiu, besitzen. 

Die Grösse y ist (siehe 15) eine gewisse, rationale und 
symmetrische Function der Wurzeln '£, (•).'■, ö s a;, ... 0"~ l x. 
Setzt man; 

y = f(x, Ox, Q*x, ... ©»-'*), 
so sind die anderen Wurzeln der Gleichung (67} : 

s, = />,, s>,, e 1 *,, ...e— '*,], 



!)„-, —fr,,,-,, '*.',„-,, Wx m -i, ■•■S""'»i»- 1 ). 

,I51j Jebit in dem hier betraehteteu Falle sind j! n ... %_, 
rationale Functionen der Wurzel x. Setzen wir in Folge 
dessen : 

x i = & i x, x i = i x, ... x m _, =e m _ lX , 
so haben die Wurzeln der Gleichung (67) die Form; 

y i = f(Q iXi 0(-j^ x , 0*0,3:, ... Q"- l & t x). 

Nach unserer Annahme haben die Functionen und 0, die 
Kigeiisehaft, dass: 

00,3; = 0,0a; 

ist; in Folge des Theorems I hat diese Gleichung auch statt, 
wenn man an die Stelle von x irgend eine andere Wurzel der 
Gleichung <f> % — setzt. Hieraus folgert mau ; 

I 1 a;= 00,0a; =0,0 s z, 
&' 0, x = 0, 0'a; = 0, 3 a; , 

S"-<9 ilc= 00 i ö"-^ = i 0»- 1 ^, 
Der Ausdruck für y, wird hierdurch: 

yi = f{Q t x, Q.Qx., G,&*x, ... e t & H -'x), 
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und man siebt, dass ;/, ebenso wie y eine rationale nnd 
symmetrische Function der Wurzeln: 

x, &x , G'x , . . . &"-'x 

ist. Daher kann man (siehe § 2) ?/, rational durch y und 
durch bekanute Grössen ausdrücken. Dieselbe Betrachtungs- 
weise lässt sich auf jede andere, Wurzel der Gleichung (67! 
anwenden. Seien jetzt ly und X t y irgend zwei Wurzeln, so 
behaupte ich, dass man: 



ky = f[& i x, e&,x. 



hat, wenn: 



= f(x, Bx, . . . Ü"-'.r 
ist, so hat man, indem mau & t x an die Stelle von x setzt: 

lyt = f{® i Q t x, 80,9,2, ... 0"- 1 ©,©,*), 
wo y t =f[Q i x, 99,2, ... ©*-» & t x) = l t y 
ist, daher ist: 

U t y = f[& { & t x, ÖS, ©,* , . . . 0"-' 0, S,»] 
und auf gleiche Weise: 

l K iy = f(Q i Q l x, QQ i & i x, ... ©»— ' ©, ©, s) ; 
hieraus folgt, weil '•) l <-),/^=(-) i f-) l -x ist, dass: 
/./,// = Ä, A«/ . 

Die Wumeln der Gleichung ((17; besitzen daher genau die- 
selbe Eigentümlichkeit, wie diejenigen der Gleichung cpx = 0. 

[152] Beachtet man dies, so kann man auf die Gleichung 
'67) dasselbe Verfahren wie auf die Gleichung rpx = an- 
wenden, d. h. die Bestimmung von y kann vermöge zweier 
Gleichungen ausgeführt werden, von denen eine algebraisch 
auflösbar iat nnd die andere die. Eigenthihnlichkeit der Glei- 
chung tpx = besitzt. 

Daher kann auch auf diese letztere Gleichung dasselbe 
Verfahren angewandt werden. Fährt man so fort, so ist es 
klar, dass sicli die Bestimmung von x vermöge einer gewissen 
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Anzahl von Gleichungen, welche alle algebraisch auflösbar 
sein werden, ausführen lässt Setzt man daher die Grössen, 
welche mit x die Functionen : 

ipx, @x, &,x, @ t x, . . . G m _,x 

bilden, als bekannt voraus, so ist endlich die Gleichung rpx = 
mittelst, algebraischer Operationen auflösbar. 

Es ist klar, dass der Grad jeder der Gleichungen, auf 
welche sich die iicstinumnia; von x rcducirt, ein Factor von/*, 
welches den Grad der Gleichung ipx = angiebt, ist. 
Hieraus folgt: 

Theorem IX. Bezeichnet man die Grade dieser Glei- 
chungen respeetive durch: 



Bringt man das Voraufgehende mit dem, was im § 3 aus- 
einandergesetzt wurde, in Zusammenhang, so hat mau folgen- 
des Theorem: 

Theorem X. Setzt man den Grad ;x der Gleichung 
rpx s= auf folgende Art zerlegt voraus: 

(69) ii = <> ■ ej"»- ep ■ ■ ■ <«. 

wo s i , fi,, « 3 , . .. e a Primzahlen sind, so kann die Bestimmung 
von x mittelst der Auflösung von 1\ Gleichungen vom Grade 
e, , von i< 4 Gleichungen vom Grade e,, u. s. w. ausgeführt 
werden; alle diese Gleichungen sind algebraisch auflösbar. 15 ] 
In dem Falle, dass ft = 2" ist, kann man den Werth von 
x vermittelst der Ausziehung von v Quadratwurzeln finden. 



Anwendung auf die Kreiafunctionen. 

Bezeichnet man mit a die Grosse — , so weiss mau, d; 

man eine algeUraisi.'ht: Gleichung vom Grade ft finden kai 
deren Wurzeln die /i Grössen: 

cos a , cos 2 a, cos 3 a , ... co3 u a 
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[153] und deren Co effizienten rationale Zahlen sind. Diese 
Gleichung ist: 

(70] rf._|-^-. + iSl^i)^-. + ... = 0...) 

Wir werden sehen, dass fliese Gleichung di (.'.seihe Eigenschaft 
wie die Gleichung %x = 0. welche wir im vorangehenden 
Paragraphen betrachteten, hat. 

Sei cosa = x, so hat man, wie auch immer a sei, nach 
einer bekannten Formel: 

(71) eosma = &{cma) ; 

hierbei bezeichnet (-) eine ganz« Function. Daher ist cos«)«. 
welches irgend eine Wurzel der Gleichung ;70) ausdrückt, eine 
rationale Function der Wurzel x. Sei O t x eine andere Wurzel, 
so behaupte ich, dass man; 

©0,a; = ©/->./■ 

liat. Sei ©ja; = cos«*.'«, so ergiebt die Formel (71), indem 
man m'a an die Stelle von a setzt: 

cos(mm'fl) = ©(cos m'a) = @Q i x, 

Auf dieselbe Art hat man: 

ws(m'ma) = Ö, (cos ms) = © 4 ©& ; 
daher ist; 

9@ 4 -B= 0,03. 

Nach dem, was mau in dem vor; uigegiin gern: n Paragraphen 
gesellen hat, kann 

, 27t 

x oder cos a = cos - ■ 

algebraisch bestimmt werden. Dies ist bekannt. 

Setzen wir jetzt voraus, diiss tt eine Primzahl = 2n-\- 1 
ist, so sind die Wurzeln der Gleichung (70): 



Die letzte Wurzel eus2;r ist gleich der Einheit, daher ist die 
Gleichung (70) durch x — 1 theilbar. Die anderen Wurzeln 
werden immer paarweise unter einander gleich, denn man hat: 
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N. H. Abel. 
J2n + \ — m)2,i 



2n +1 
Citficluiiij; mit den Wurzeln; 



finden. 

Diese Gleichung igt: 



73) s 



1 , 



«-(»-*)■*- 



1 f^-2)(»-3) 1 (»_3)(n-4) 

16 1.2 .32 1.2 

I Jeae-hf-ct man dies lind sei: 

154] 

cos _ 

2n + 1 

so hat man nach dein Vorangegangenen ; 

2mu 






- 1 



= (■):,; = cosw 



Die Gleichung (7i!j wird daher durch die Wurzeln: 

(74) x, Qx, &'-x, &x, . . . 

befriedigt. 

Wie auch immer der Werth von a sei, so hat man: 



©(cosa) = cos« 



Hieraus folgert man 

©'(cos«; 

© 3 (cos a 

("-/"(cos 

Die Wurzeln [14] 



= ©(cos ma) = 
= ö{cos «.•») = 



:— ©fcoa«i u 'o) = cüsiii/'.;. 
werden daher: 
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Dies vorausgesetzt, behaupte ich, wenn m für den Modul 
2n -\- 1 eine Pi'imitivwuiv.cl-j ist .'siehe 6'<m.vs, Dlsquis. aritkm., 
pag. 53) 11 ), dass alle Wurzeln: 

(76) cos«, cosffiii, cos«i ä «, ... cosw»" - l a 

unter einander verschieden sind. Hätte man nämlich: 



wo ft und v kleiner als n sind, so würde man folgern: 

mPa = ±m v a-\-2k7t, 
wobei k eine ganze Zahl ist. Setzt man für a seinen Werth 
- — — — — , so ergiebt dies: 

nun ist 

m« =f m' = „,'tmP-" T 1) =. i(9« + 1) , 
folglich ist: 

durch 2»+ 1 theilbar; dies ist aber unmöglich, denn 3 f/* — v) 
ist kleiner als 2n und wir haben vorausgesetzt, dass m eine 
Primitiv wurzel ist. 
Man hat noch: 

cos m n a = cos a , 

denn m m — 1 = («»" — 1) [m n + 1) ist durch 2m + 1 theil- 
bar; daher: 

m « = -l-f&(2« + l), 
und folglich: 

<sosm n a = cos( — a -f- & ■ 2tf) = cosa . 

[155] Hieraus ersieht man, dass die n Wurzeln der Gleichung 
(73) "sich durch (76), d.h. durch: 

x, ex, & t x ) G*x, ... ©»-»*, woQ n x^=x, 

ausdrücken lassen. In Folge des Theorems III ist daher diese 
Gleichung algebraisch auflösbar. 

Wenn n =■ w, ■ m t ■ ■ ■ m , ist, so kann man die ganze 
Kreisperipherie vurmüge vj Gleichungen der Grade m,, in it m 3 , 
. . . m M in 2« + 1 gleiche Theile theilen. Wenn die Zahlen 
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wi,, m t , . . . »(. w unter einander relativ prim sind, so werde» 
die Coofficienten dieser Gleichungen rationale Zahlen. 

Ist n = 2 Ö ', so hat man das bekannte Theorem über die 
regulären Polygone, welche geometrisch congtrairt werden 
können. 

Vermöge des Theorems V sieht man, um den ganzen 
umfang des Kreises in 2n + 1 gleiche Theile zu theilen, 
genügt es: 

1) den ganzen Umfang des Kreises in 2«, gleiche Theile 
zu theilen; 

2) einen Bogen, den man dann construiren kann, in 2» 
gleiche Theile zu theilen; 

3) aus einer einzigen Grösse Q die Quadratwurzel auszu- 
ziehen. 

Herr Gauss' 1 ) hat dieses Theorem in seinen Disquis. aus- 
gesprochen und er fügt hinzu, dass die Grösse, ans der man 
die Wurzel ausziehen muss, gleich 2« + 1 ist. Dies kann 
man auf die, folgende Art leicht beweisen: 

Wie man gesehen hat [(40), (38), (46)J ist o der numerische 
Werth der Grösse: 

[x+a@x + a t e i x-\ h a n ~'Q n -'x) 

X{% + a n -*Qx + a"-< &x -\ h « Ö" _ ' «) , 



wobei a = cos — + V— 1 sin — ist. Setzt man 


fflr x, 


0a;, ... ihre Werthe cos«, eosma, cos«**«, ..., 


so hat 


±™'=(».o+oco.™« + «'co S .»'a+- + c-'..os, 


,.->„)■ 


X{eosö4-ft" -1 cosj«rt-r-« n-i eosw 5 «-| j-«cos. 


„»-«}. 


Entwickelt man und setzt ± £ in die Form: 




dr q = * + *, ■ ß + *-. f ' a H 1- *«- 1 «"~ ' 




so findet man leicht : 




( = cos a ■ cos m- 1 ' a -f cos »na ■ cos m!' + ' a-\ 




+ cos im" -1- "«' cos m n ~ i a + co&m n ~"a- cosa 


+ 


4- cos m" "'*"*'* a -cos ma 4- • ■ ■ 4- cos m n ~ l a- cos»t 


""'«• 


Jetzt hat mau : 




coswj''a-eosm. u+i/ fl=^eo9(m" +1, «+iK v «J4-^-cos()w" +i 'i 


>-«.»«), 
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daher wirf: 

( w = ^{oosf^ + l)«+cos(Hi."+l)w*ft4-coa(w/'+l)m ä ffl+..- 

-j-coä(m 1 "+l)m«-' a } + 
+ 1 {cos [wf* — 1> + nos[mf— l)m«+ coa(W— l)m*a + ••■ 

+oo»(«^-l)m»-«o}. 

[156] Setzt man: («*" + l)a = «', (m il — 1) a = a", so hat 
mau : 

tp = £{cW + ©(cos«' ) + a (cosa } H h ©"-'fcosa' )} + 

+ |{cos«"+ ©(cosa") + ©*(cosa") H \- ©"-'(cos«")}. 

Dies vorausgesebi, ~'m<\ zwei Falle zu mitei-sehciden, nämlich 
ob /( von Null verschieden ist oder nicht. 

Im ersten Falle ist es klar, dass cos a' und cos a" Wurzeln 
der Gleichung (73) sind, daher ist cos«' = 6"x, cos a"= Q i x. 
Setzt man dies ein und beachtet, dass Q n x = x ist, so er- 
giebt sich: 

t !l =^{e 3 x+@ d+i x-\ — i_e»-*Hs+(c+eflH — \-& ä -*x}+ 

daher ist: 

t M = x+ Ox+ Q^x-\ <rO n -<x, 

d. h. („ ist gleich der Summe der Wurzeln; in Folge der 
Gleichung (73) ist also: 

In dem Falle, wo f.i.= ist, wird der Werth von t„\ 
t, = i-{cos 2« + cos 2ma-\ \- cos 2m"-*a) + }» ; 

nun ist cos 2a eine Wurzel der Gleichung 73), setzt man 
daher : 

cos 2 a = Q S x. 
so hat man: 

cos 2« -|- cos 2ma + - ■ ■+ cos 2m n ~ x a = 

= &dx+6 ä+i x-{ l-ep-'je+s+ÖaH hö' -i *=— i, 

folglich ist: 
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In Folge dieser Werthe von („ und t u wird der Werth von ± g : 

± ? = i» - i - H« + »' + «' H H <■*"'} ■ 

« + «. + t ,>-l !-<,»- = _ l, 

daher wird: 

Da g wesentlich positiv ist, so ist: 
_ 2»+l 
? 4 

Dieser Werth von p ergicbt: 

Ve = ^yäT+T ; 

daher ist, wie es Herr Gauss behauptet, die Wurzel, welche 
auszuziehen ist, diejenige der Zahl 2m -j- 1. 

Christiania, den 29. März 1828. 
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Wie bei fast jeder mathematischen Diseiplin lassen sich 
auch in der Entwiekelung der Algebra zwei Perioden unter- 
scheiden: eine naive und eine kritische. Als das Jahr, in 
welchem die Algebra von der ungebundene Productionsweise, 
die mehr auf Erweiterung als auf feste Sicherung des Besitzes 
bedacht ist und in der statt strenger, scharfer Beweise auch 
bisweilen das Hypothetische, welches dem Autor selbst oft 
nicht klar zum Bewusstsein kommt, eine Bolle spielt, in ein 
reiferes Stadium fibertrat, kann wohl mit Recht das Jahr 1799, 
in welchem die Dissertation von G. F. Gauss (1777 — 1855) 
erschien, angesehen werden. Die Gowss'sche Arbeit (abge- 
druckt in Heft 1.4 der Klassiker) stellt die Algebra zuerst auf 
sichere und einv.-aiulsfre.io Grundlage, indem sie einen strengen 
und exaeten Beweis für den Fundamentalsafe, dass jede alge- 
braische Gleichung wenigstens eine Wurzel besitzt, liefert. 
A. a. 0. im g 9 (p. 20 der Ausgabe der Klassiker) stellt Gauss 
auch bereits anlässlich der kritischen Ijespreehung der Beweise 
seiner Vorganger die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades als ungemein unwahrscheinlich hin. Unter 
Auflösung versteht Gau™ hierbei eine algebraische, d. b. eine 
Darstellung der Wurzeln der vorgelegten Gleichung durch eine 
endliche Anzahl von Wurzelzeichen oder Radicalen, also eine 
Zurückfuhr trag der vorgelegten Gleichung auf reine Gleichungen 
[x n = a]. Der erste einwandfreie Beweis für die Thatsache, 
dass Gauss mit seiner Behauptung recht hatte, wurde von 
JV. II. Abä (1802— 1829) in seiner 1826 erschienenen Arbeit: 
»Demonstration de rimpossibilite" de la resolittion alg^brique 
des equatious generales qui passent Ie qnatrieme degre« er- 
bracht (1. Band des OeWe'schen Journals f. d. r. und ang. 
Math. = Oeuvres*), p. 6(1). Vorher halte sich schon Paolo liuffini 

* Timer den Oiuivres von AM sollen im rojirenden die Oeuvres 
eompletes de Nk!h Hi-nrii; Mtl. nouvellc edition iiabliee pari. Sylow 
et ä Li': -:'l 881 veretitmlüii werden. 
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(1765 — -1822'. mit dieser Frage bi.'scliiil'iigt. iVeber die liuffini- 
schen Aufsätze siehe die .Arbeit von //. Burkltardt. »Die Anfänge 
der Gruppe ntheorie und Pnoh JUqiuti« iu den Supplementen 
zu Sehlwnilehh Zeitschrift für Math. u. Physik, Jahrgang 1892, 
vgl. auch in AbeVt, Oeuvres die Anmerkung Bd. II, p. 293). 

Während aber die allgemeine Gleichung von höherem als 
viertem Grade nicht algebraisch auflösbar ist, giebt es sehr 
wohl specielle Gleichungen höheren Grades, die algebraisch 
auflösbar sind. Schon Vandermonde (1735—1796) hatte in 
der Gleichung x" = 1 eine solche kennen gelehrt (Memoire 
sur la resolution dos rijuations, erschienen in llistoire de l'aea- 
demie des seieneos, Paris 1771)*:, und Ijim^ hat in Sectio 7 
seiner Disquisitimu^ arithmetiene (er schienen in Leipzig 1801. 
wiederabgedruckt im ersten Rande der gesammelten Werke 
(1863)) diese Eigenschaft allgemein für die, bei der Kreis- 
theiluug auftretenden Gleichungen, d. h. die Gleichungen, von 
denen die Bestimmung der »-ton Ein he its wurzeln abhängt, nach- 
gewiesen. Die vorliegen d« Abc!'' sehe Abhandlung entdeckt den 
springenden Punkt für das von Gauss gefundene Resultat 
darin, dass /wischen den Wurzeln der Kreistheilungsgleichungeu 
rationale Beziehungen bestehen, und lehrt uns hierdurch eine 
grosse Klasse algebraisch auflösbarer Gleichungen kennen, üie 
von Abel behandelte Klasse von Gleichungen ist später nach 
seinem Namen genannt worden, und zwar hat zuerst Leopold 
Kronecker (1823—1891) die in der Einleitung an erster Stelle 
eharakterislrten sowie im § 3 behandelten auflösbaren Glei- 
chungen (Theorem III) als Abd'suhu Gleichungen bezeichnet. 
[L. Kronecker, lieber die algebraisch auflösbaren Gleichungen, 
Berichte der Verhandlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 
1853, p, 368). In Anlehnung an 0. Jordan (Tratte' des Sub- 
stitut! ons et des equations algebriques, Paris. 1870, p. 287) 
nennt man jetzt allgemein die umfassen den; Klasse von Glei- 
chungen, welche Abel an zweiter Stelle iu der Einleitung de- 
finirt und im i? 1 (siehe Theorem VIII) behandelt hat, Versehe 
Gleichungen. Diese jetzt übliche, zuletzt erwähnte Bezeich- 
nungsweise findet sich aueh in der Kroneck&> sehen Arbeit 
über Abefscha Gleichungen (Monatsberichte der Berliner Aka- 
demie, Jahrgang 1877, p. 846). Am angeführten Orte hat 

*} In deutscher Lfeberäeuung herausgeben von G. ßxigsohii 
unter dem Titel Abhandlungen uns der reinen Mathematik von 
N. V'mderintmil.c.. üerlin lKsfv Tu dieser Ausgabe findet man die 
Wurzeln der Gleichung x" = 1 auf ij. 63 (Artikel 35) angegeben. 
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Kronecker auch für die specieile Gattung .4 Wucher Gleichungen, 
die er ursprünglich Alifl'sehe Gleichungen nannte, die Be- 
zeichnung »einfache ,I/Wsch<; Gleichungen« eingeführt; diese 
Bezeichnung hat sieh eingdjürgert. 

Wahrend .dfe/ durch Relationen zwischen den Gleiehungs- 
wurzeln das Wesen der algebraischen Gleichungen zu durch- 
dringen suchte, war es thxmate Galois {1811 — 1832) vergönnt, 
den Kernpunkt für die Behandlung algehrnisdier Gleichungen 
aufzufinden. Galois hat die wichtigste Frage für die Be- 
handlung der Gleichungen in einer Gruppe von Vertauschung eu 
zwischen den Gl.eiehungswiirzeln entdeckt; diese Gruppe, welche 
zu jeder speoiellen Gleichung gehört, spiegelt die charakteri- 
stischen Merkmal«; der h e treffenden Gleichung wieder. Galois' 
hauptsächlichste algebraische Arbeil ist erst lange nach seiuem 
Tode 1846 von Ltomnür publicirt worden; die Oeuvres mathe- 
matiques de Gnlois sind mit einer Einleitung von E. Picarcl 
1897 von der Societe inalhemati«]ue de France herausgegeben 
worden. Vom Standpunkte der 6V«Vsehen Theorie sind die 
AbeFaahvn Gleichungen auf folgende Art zu eharakterisiren : 
die Gatots'sche Gruppe einer Abel 'scheu Gleichung besteht 
aus vertausch baren Substitutionen. Benutzt man den Begriff 
der Irreductibilität, so gilt auch die Umkehrung, eine jede 
irreductibele Gleichung, deren OVwVsehe Gruppe, nur aus ver- 
tauschbaren Substitutionen besteht, ist, eine /JW'sehe. Lässt 
man die beschränkende Bestimmung «1er Irreductibilität fort, 
so gilt nur das Theorem, dass jeder irreduelible Factor einer 
Gleichung mit commutativer fjV/'ujVscher (Gruppe eine Abel- 
sche Gleichung ist; die vorgelegte Gleichung selbst braucht 
keine Abel'sehe. zu sein, da sich nicht stets alle Wurzeln durch 
eine rational ausdrücken zu lassen brauchen. [Vgl. den schon 
citirten Traue von Jordan, p. 287 ff. Jordan bezeichnet übrigens 
weitergehend jede Gleichung mit commutativer Gafois' scher 
Gruppe als JÄsPsche}. 

Wie Abel »in allen Fragen gewohnt war, den höchsten 
Standpunkt einzunehmen«, so hat er auch in der vorliegenden 
Arbeit mit genialen: lllick diejenige. Gattung von Gleichungen, 
welche überhaupt für die algebraische Auflösung der Glei- 
chungen die einfachste und fundamentalste ist. herausgefunden. 
Bedient man sich des Begriffes /1 fWse.lt er Gleichung, so kann 
das Kriterium für die algebraische Auflösbarkeit einer Gleichung 
auf folgende Weise ausgesprochen werden: Damit eine Glei- 
chung durch Wurzelzeichen auflösbar sei, ist nothwendig und 
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kinr eichend, das* ihre Auflösung auf die einer Kette irreduc- 
tibeler Abel' sc]\cv Gleichungen vom Primzahlgrade reducirt 
werden kann. Diese 1' e.hau dl ungs weise verdankt man C. Jordan. 
[Traue", p. 386). Galois führte die algebraisch auflösbaren 
Gleichungen noch auf eine Kette reiner Gleichungen zurück. 
Um allerdings die bei der angegebenen Hei] actio n auftretenden 
einfachen ^iWsehen Gleichungen zu lösen, ist die Adjunction 
von Einheitswuraeln erforderlieh. Die betrachtete Art der 
Rückführung der algebraisch auflösbaren Gleichungen auf 
irreductibele Gleichungen mit einfacher Gßfois'scher Gruppe*} 
ist auch der Erweiterung auf nicht auflösbare Gleichungen 
fähig und ordnet mithin die von einem höheren Standpunkte 
sehr specielle Frage nach der algebraischen Auflösbarkeit 
einem allgemeineren Probleme, nämlich der Heduction irgend 
einer Gleichung auf eine Kette irredueiibeler Gleichungen mit 
einfacher Cfafois' scher Gruppe, unter. (Vgl. hierzu die Dar- 
stellung von 0. Wilder, Zuniekfühi'iing einer beliebigen alge- 
braischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen, Math. 
Annalen Bd. 34). 

Während der liier vorliegend.; Aufsatz Abd'i wie die bis- 
her besprochenen Ergebnisse den y.u Grunde gelegten Ratio- 
nalitätsbereich nicht fixiren, sind die zlfcAelien Untersuchungen 
von Kraneeker, vorzüglich in den zwei schon citirten Aufsätzen, 
«her das algebraische Gebiet hinaus fortgeführt worden; Kron- 
ecker beschäftigte sich mit dem Problem: für einen gegebenen 
Rationali tatsber eich alle J (Wachen Gleichungen au bestimmen. 
Wählt man als Ration ulii.iii.s he reich denjenigen, in welchem 
nur die rationalen Zahlen als bekannt angesehen werden und 
den man den absoluten .Rntirmalitätsherekl) nennt, so fallen 
alle Abel' sehen Gleichungen unter die. Kreis theihmgsgleiehungen. 
Mit anderen Worten: Jede Wurzel einer im absoluten Ratie- 
nalitätsbereiehe .-MWschen Gleichung ist als rationale Function 
von Einheitswurzeln mit rationalen Goefficienten darstellbar. 
Ausführliehe Beweise dieses von Kronccl.cr nicht vollständig 
bewiesenen Satzes wurden von //. Weber in den Acta math. 
Bd. 8 (1886) uud D. Hubert in den Nachrichten der Gesell- 

*; Die Galoü' e,c\ie Gruppe einer irreductibclen einfachen Abd- 
seben Gleichung besteht aus den PoieTi*en einer einzigen eyküschen 
Substitution. lCine Gleichung, deren 'in !;!.-■' sehe Gruppe aus einer 
cyküschen Substitution und deren Pmcn/.en besteht, wird auch 
i-yldisck genannt. Die Bi'griil'e cy Wische und irreductibele einfache 
J.&eTseh.e Gleichung decken sich. 
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scliaft der Wissenschaften zu Göttiugen (18116) veröffentlicht. 
Vgl. auch die Darstellung in Tl. Webern Lehrbuch der Algebra, 
Bd.. 2, p. 762; 2. Auflage erschienen in Braunschweig 1899. 
Auf diesen fnndanieutulen Satz war Krrma:krr bei der Be- 
handlung der au Abel' sc-ha Untersuchungen *J anknüpfenden 
Aufgabe, eine nothweudige und hinreichende Form für alle 
Ausdrücke, die Wurzeln JA'.' 'scher Gleichungen sein können, 



Der Nachweis für die Uichiigkeit des Satzes, welchen 
Kronecker seineu liebsten Jugendtraum uanute, » dass die 
JWschen Gleichungen mit Quadratwurzeln rationaler Zahlen 
durch die TraTisfonuationsgle-ichimgen elliptischer Functionen 
mit singulären Moduln gerade so erschöpft werden, wie die 
ganzzahligen Abc!'- scheu Gleichungen durch die Kreis th eilung s- 
gleichungen « , ist noch nicht erbracht. (Vgl. den Auszug eines 
Briefes von L. KronAr-ker an /', IMkkiwl vom 15. März 1880, 
veröffentlicht von G. Frobemus in den Sitzungsberichten der 
Berliner Akademie 1895, p. 1.15; ferner Monatsber. der Ber- 
liner Akad. 1877, p. 851). 

Einen kurzen Abriss über AbcVs Leben und Leistungen 
rindet man in Nr. 71 der Klassiker; daher soll an dieser Stelle 
hierauf nicht eingegangen werden. ■ In Bezug auf die vor- 
liegende Abel'acbe Arbeit sei noeli bemerkt, sie ist im 4. Bande 
des GVeße'sehen Journals unter dem Titel »Memoire sur uue 
classe partieuliere dY^uatimi.-, n'.soluliks algebriquement« in 
französischer brache erschienen; der Uebersclzung wurde der 
Oeße'sche Test zu Grunde gelegt. Die in eckige Klammern 
beigesetzten Zahlen der Uebersotznng beziehen sich auf diese 
Originalausgabe. Die bei Crdlr enth alten en Druckfehler wurden 
beseitigt und eine Vergleiehung mit dem Test der Oeuvres, 
nouv. eil. vorgenommen. In dieser Ausgabe ist die Arbeit in 
Bd. I, p. 478—507 als Nr. 25 abgedruckt. 



1) Zu S. 3. Diese Fassung ist die der Oeuvres. Nach 
dem CMfe'schen Text lauten diese Zeilen: Die algebraischen 
Gleichungen sind zwar im allgemeinen nicht auflösbar; trotz- 
dem giebt es für jeden Grad eine besondere Klasse, deren 
algebraische- Auflösung möglich ist. 

*) Abel, Oeuvres, Bd. II, p. 217, sowie p. 260. 
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2) Zu S. 4 m. 33. Die ganze positive Zahl a lieisst nach 
E«fer. (Demonstration es circa residua cn divisiono potestatum per 
numeroa primos resultantia, Comment, nov. Ac. Petrop. t.. 18. 
Jahrgang 1773) eine primitive Wurstel im' die Prirazalil n, wenn 
keine niedrigere als die n — 1-te Potenz von a der Einheit 
bezüglich des Modul n congruent ist. Für jede Primzahl n 
esistiren tp(n— 1] primitive Wurzeln; <p[n — 1) bedeutet dabei 
diejenige K-ahlentheoretische Function, welche angiebt, wieviel 
Zahlen in der Bethe: 1,2,3,...)» — 1 enthalten sind, die zu 
n relativ prim sind. Wenn a eine primitive Wurzel für die 
Primzahl n ist, ho sind die sich bei der Division durch n er- 
gebenden Beste der Zahlen 1, a, et a , a 3 , . . . a n ~ * sämmtlich 
verschieden und abgesehen von der P.eihenfolge die Zahlen 
1, 2, 3, . . . n— 1. Vgl. Gauss, Disqu. arithm., Art. 55—57. 

3) Zu S. 4. Welche Gleichungsklasse aus der Theorie 
der elliptischen Functionen Abel hiermit im Auge hatte, kann 
nicht mit Sicherheit gesagt werden. Auf einfache Abd'scke 
Gleichungen war Abel schon in seinen Recherches sur les 
fonetions elliptiques (2. Bd. des Crelle' scheu Journals, 1827] 
gestossen. Er reducirt dort die im allgemeinen algebraisch 
nicht auflösbare Perioileiit.lieiluuiwgleicliung auf eine im all- 
gemeinen auch algebraisch nicht auflösbare (ileichuug nied- 
rigeren Grades und Gleichungen, die nach Auflösung dieser 
erstereii Gleichung einfache _■(/«■■' .-.che i ileielumgeu siud; die 
letzteren Gleichungen löst er auch dort schon nach derselben 
Methode wie in dem vorliegenden Aufsatze. (Man vgl. die 
Formeln (114), (115), (116) u. (117) in den Oenvres I, p. 313 
u. 314 mit den Formeln (34), (35) und (42) der vorliegenden 
Arbeit.) In der Port setz uns; der erwähnten Arbeit (Bd. 3 des 
OeWe'sehen Journals, 1828; unters lichte er auch die Theilung 
einer besonderen elliptischen Function, einer sogenannten 

leraaisoatischen Function, welche ans dem Integral / — : 

'{ Vi — a? 
entspringt. Bei dieser elliptischen Function mit singnlärem 
Modul*} findet er die Periodeutheiluug^gleieliung algebraisch 
auflösbar und gewinnt wiederum eiufache AbeVseke Glei- 



*) Die Bezeichnung elliptische Functionen mit singularem 
Modul oiler Singular« elliptische Function stammt von Kro- 
■neeker. Elliptisch' ■ FunctioTicn. bei Jonen t\n$ Perioden Verhältnis* 
einer ganazahligen aU-.'e'.u'aifchen Gleichung zweiten Grades mit 
negativer Disci'iminante genügt, führen diesen Nauisn. 
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chungen. (Vgl. Formel (224), Oeuvres, Bd. I, p. 359). Aua 
diesen Untersuchungen en-jriol.it sieh ihm auch der der Kreis- 
theilung analoge wichtige geometrische Satz: Ms.ii kann den 
Umfang der Lemniseate mittels Cirkels und Lineals in m 
gleiche Theile theilen, wenn m eine Primzahl von der Form 
2» _|_ 1 oder gleich 2" oder gleich einem Producta aus 
mehreren verschiedenen Zahlen dieser zwei Formen iat. (a. a. 0. 
p. 361, 362). Dieses Resultat war übrigens Gauss schon bei 
Abfassung seiner Disqu. arithm. bekannt; dies ergiebt sich 
ans der im Artikel 335 bei der Kreis theilung gemachten, für 
die Geschichte der Theorie der elliptischen Functionen unge- 
mein interessanten Bemerkung: Nannpie (pvineipia taeoriae] 
non soluin ad funetiones circnlares, seil pari auccessu ad multas 
alias funetiones transäcendentes npiilieari possunt, e. g. ad eas, 

quae ab integrali / ...... _^-_ pendent. 

4) Zu S. 4. Die geplanten Untersuchungen aus der Theorie 
der elliptischen Functionen sind nicht erschienen. Am Ende 
der Abhandlung findet sich bei Grelle die folgende Note: »Der 
Autor dieses Aufsatzes wird bei anderer Gelegenheit Anwen- 
dungen auf elliptische Functionen geben. (Die Rcdaction). « 
Abel hatte die Absicht, vorzüglich die Untersuchungen über 
elliptische Functionen mit siugnlarem .Modul, die er in Orelk, 
Bd. 3 begonnen hatte, weiter fort/u führen. Dies geht einerseits 
aus den Recherches -Oeuvres Bd. I, p. H52), andererseits aus 
dem Entwurf zur Fortsetzung der vorliegenden Arbeit, der 
sich iu AbeT's nachgelassenen Papieren vorgefunden hat und in 
den Oeuvres, Bd. 2, p. 310ff. abgedruckt ist, hervor. Das 
weitgehendste bei der Theilung der singularen elliptischen 
Functionen in Frage kommende Jiesiiltat lautet: Die Perioden - 
theilungsgleiehung einer elliptischen Function mit singulärem 
Modul ist stets algebraisch auflösbar. (Vgl, hierzu H. Weber, 
Elliptische Functionen und algebraische Zahlen. Braunschweig 
1891, p. 480 ff.) Abel beabsichtigte jedoch wohl nicht die 
Frage in ihrem ganzen Umfange /u behandeln. — In besonders 
engem Zusammenhange mit den J/Wsehen Gleichungen stehen 
auch die Gleichungen, welchen die singularen Moduln oder 
Invarianten singularer elliptischer Functionen genügen. Diese 
Gleichungen sind /war im absoluten .Kalioiialibiisbe.rciche keine 
.-1/wfschen Gleichungen, sie werden es aber durch Adjunetion 
von Quadratwurzeln ganzer Zahlen, Vgl. Kronecker üi den 
Berliner Monatsberichten, Jahrg. 1857. p. 455, Jahrg. 1862, 
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p. 363 u. Jahrg. 1877, p. 851, sowie das soeben citirte Wevk 
von Weber.) Mit den singularen Moduln hat sich Abel selbst 
auch schon beschäftigt Mit vorausschauendem Blick sprach 
er uns, dass die singulären Moduln durch Wurzelzeichen aus- 
drückbar sind. (Vgl. die Bemerkungen von Herrn Sylow in 
Abel'» Oeuvres, Bd. 2, p. 316). Eine eingehende Behandlung 
der singulären elliptischen Gebilde ist auch von Herrn F. Klein 
in seineu autographischen Vorlesungen über Zahleutheorie 
Göitingen, 1890; gegeben worden. 

5] Zu 8. 4. Der Begriff der [rreduclibiiiliat ist davon ab- 
hängig, welche Grössen mau als bekannt, rational oder gegeben 
voraussetzt. Um ihn scharf zu fassen, hat Kronecker den 
übrigens auch schon Abel und Galois geläufigen Begriff des 
Rationalitätsbereiehes eingeführt. (Vgl. vorzüglich: Kro- 
necker, Gnmdziige einer arithmeti sehen Theorie der algebra- 
ischen Grössen. Crdla, Bd. 92.) Ein Grössensystem bildet 
einen Rationalitätsbe reich, wenn es von der Vollständigkeit ist, 
dass die Addition, Subtraetion, 'Multiplikation n tut Division (mit 
Ausnahme der Division durch Kuli) irgend welcher Zahlen des 
Systems nur zu Zahlen desselben Systems führt. Der kleinste 
mögliche Ration all latsbereich umfasse alle rationalen Zahlen. 
Eine Gleichung ip{x) = mit Coefftcienten aus einem Ratio- 
nalitätsbereiche /' heisst in Bezug auf diesen Bereich irredue- 
tibel, wenn die ganze rationale Function <pix) , welche auf 
der linken Seite der Gleichung steht, nicht in Factoren, die 
ebenfalls nur Coefneienten aus diesem Bereich P haben, zer- 
legt werden kann. Genau dasselbe, was Kroiwcker einen 
Rationalitätsbereick nennt, bezeichnet S'kcl'km'l in den Supple- 
menten zu Diridih-i's Vorlesungen über Zahle ntheorie (Braun- 
schweig, 4. Auflage, 1894) als algebraischen Körper. 

6) Zu S. 13. Dieses Resultat ist weitergehend allgemein 
für imprimitive Gleichungen gldtig; eine irreductibele Abel- 
sehe nicht einfache Gleichung im > 1) ist stets imprimitiv. 
[lieber Imprimitivitat sei auf die Darstellung in II. Weber's 
Lehrbuch der Algebra, Braunschweig. 2. Auflage, 1898, Bd. I, 
§ 161, 158, 165 verwiesen.) 

7) Zu 8. 14. Hat man irgend eine Gleichung ;z-ten Grades 
<f)[x) = mit den n Wurzeln x { , x t , x 3 , . ..%, und ist a eine 

primitive )i-te Eiitheitsiviirzel, so heisst: a r 1 + aie 4 + «*a; s '-4 

-f- a"~'x n Latpviiyc'svhf. Kosolvente. [Lngmiiijc, Reflesions sur 
ia resolution algebrique des e'quations. Oeuvres, Vol. 3, p. 331.) 
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8) Zu S. 15. Es wurde der Test der Oeuvres gegenüber 
dem etwas nhw eichenden Civil'-' tchwi zu Grunde gelegt. 

9) Zu S. 15. Bei einer jeden algebraisch auflösbaren 
Gleichung kann man der Auflösung eine- derartige Form geben, 
dass die sämm Hieben auftretenden Padicale rationale Functionen 
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung und gewisser Einheits- 
wurzeln sind. Auf das Auftreten der Einheits würz ein hat Abel. 
bei dem sich dieser Satz (Oeuvres, Bd. 1, p. 75) zuerst findet, 
nicht aufmerksam gemacht; dies geschah erst durch Kronecker 
(Berliner Monatsberichte, 1879, p. 206). Die durch (35) ge- 
gebene Lösung hat, wie die Formeln (33) zeigen, die dem 
Abel-Kronecker' sehen Satz entsprechende Form. 

10) Zu S. 11. Die Gleichung (42) wird illusorisch, wenn v, 
Null ist. In diesem Falle kann man auf folgende Art verfahren: 
Es sei fi in m, ■m i - ••in tti = m i ■«, =m ä -H s = ■ ■- = m M -n btt 
wobei m,, m it . . . m M die Potenzen der verschiedenen in (t 
enthaltenen Primzahlen sind, zerlegt. Man kann dann eine 

zu m, relativ prime Zahl «, finden, dass \v a von Null ver- 
schieden ist; aus (34), (35) und (36) folgt 'nämlich, wenn 
— — - = q i zur Abkürzung gesetzt wird und m t den Werth ej-' 
hat, wobei e, eine Primzahl ist: 

(©»las — x)= — [fo-ft — lif-^-l-fa -1 * 1 — ljj^sH 

+ ( 8 -G»-0«._i)frjI7]. 
Wenn k durch e, theilbar ist, so wird a~ k 9t — 1=0; wäre 

nun für jedes k, das nicht durch s { theilbar ist, Y v k = 0, 
so wäre gegen die Voraussetzung &'■■ x = x; mithin esistirt eine 

zu ?», = £*■ relativ prime Zahl <t t , dass yv a von Null ver- 
schieden ist; ebenso giebt es eine zu m t relativ prime Zahl ß s . 
dass yv„ vou Null verschieden ist, u. s. w., schliesslich esi- 
stirt eine analoge Zahl a or Bildet man: 

und bestimmt, was für jeden Werth den /,: möglich Ist, vj. aus 
der Oongruenz: 
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16} Zu S. 31 u. 32. In Bezug auf die Herleitung der 
Gleichungen (70) und (73) kann etwa auf J. A. Sekrets Hand- 
buch der höheren Algebra, deutsch von 0. Wertheim, Leipzig, 
2. Auflage, 1878, Bd. I, p. 195 — 198 verwiesen werden. 

17) Zu S. 34. Herr %k»r mncht darauf aufmerksam, dass 
bei Gauss in den Disqu. aritlim. Artikel iiijü der Ausdruck "Sectio 

2krt , . 2kn 
oireuli« die Bestimmung der (missen cos und am - - 

bedeutet; bei Abel wi.ni hingegen nur die erste der zwei Grössen 
untersucht. 

Universität Freiburg i. B., im Oc tober 1899. 

Alfred Loewy. 
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